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STRUCTURE DES FEUILLETAGES KÄHLERIENS EN
COURBURE SEMI-NÉGATIVE
FRÉDÉRIC TOUZET
Résumé. Nous étudions dans et artile quelques propriétés des
feuilletages (transversalement) kähleriens sur une variété ompate
lorsque la forme de Rii transverse est susamment négative.
Nous établissons plus présisément que l'algébre de Lie du pseudo-
groupe d'holonomie est semi-simple. Cei fournit un ritére qui
assure que les feuilles d'un feuilletage holomorphe á lasse ano-
nique numériquement triviale sont fermées.
Abstrat. This paper is onerned with (tranversally) Kähler
foliations. We proved here that the holonomy pseudo-group's lie
algebra is semi-simple under negativity assumptions of the trans-
verse Rii tensor. As a onsequene, we obtain that the leaves of
holomorphi foliations with trivial anonial lass are losed sub-
manifolds.
Notations et rappels
Soit M une variété onnexe munie d'un feuilletage régulier F de
lasse C∞.
Désignons respetivement par TM, TF , νF le bré tangent de M , le
bré tangent et normal du feuilletage (identié á un supplémentaire de
TF) et par TCM,TCF , νCF leurs omplexiés respetifs.
On obtient ainsi une déomposition du bré en algèbre extérieure
ΛiT ∗CM =
⊕
r+s=i
Λr,sT ∗CM
oú Λr,sT ∗
C
M = Λrν∗
C
F ⊗ ΛsT ∗
C
F pour tout entier i.
Relativement à ette bigraduation, on onstate que la diérentielle
d s'érit omme somme d' opérateurs d1,0, d0,1 et d2,−1 de bidegrés res-
petifs (1, 0), (0, 1) et (2,−1).
Date: 30 otobre 2018.
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Rappelons qu'une forme diérentielle ω ∈ Ωi(M) := Γ(ΛiTCM) est
dite basique si elle vérie
iXω = iXdω = 0
pour tout hamp de veteur X tangent au feuilletage.Cette propriété
est évidemment ompatible ave le produit extérieur et la diéren-
tiation, de sorte que l'espae Ω∗(M/F) des formes basiques apparait
omme un sous-omplexe du omplexe de de Rham usuel . Son homo-
logie H∗(M/F) est appelée ohomologie basique de F .
Par la suite, on s'interessera aux as des feuilletages transversalement
holomorphe. Dans ette situation, F est déni par un oyle feuilleté
{Ui, fi, γij}, où (Ui) est un reouvrement ouvert de M , fi : Ui → S une
submersion au dessus d'une variété holomorphe transverse S de dimen-
sion omplexe n et γij un biholomorphisme loal tel que sur Ui ∩ Uj,
on ait fi = γij ◦ fj .
Le bré νF admet une struture omplexe naturelle hérité de elle dé-
nie sur l'espae tangent deM . Cette struture induit, ave les notations
usuelles, une déomposition en sous-espaes propres sur le omplexié
de ν∗F ,
ν∗
C
F = N∗F1,0 ⊕N∗F0,1
et détermine ainsi un sindage du bré Λrν∗
C
F sous la forme
Λrν∗
C
F =
⊕
p+q=r
N∗Fp,q
où N∗Fp,q = ΛpN∗F1,0 ⊗ ΛqN∗F0,1.
Comme dans le as ordinaire, d1,0 se déompose omme somme de
deux opérateurs d1,0 = ∂ + ∂ tels que
∂Γ(N∗Fp,q ⊗ ΛsT ∗CF) ⊂ Γ(NF∗p+1,q ⊗ ΛsT ∗CF)
et
∂Γ(N∗Fp,q ⊗ ΛsT ∗
C
F) ⊂ Γ(N∗Fp,q+1 ⊗ ΛsT ∗
C
F).
Dans l'espae des formes basiques, la bigraduation préédente de-
vient
Ωr(M/F) =
⊕
p+q=r
Ωp,q(M/F)
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ave Ωp,q(M/F) = Ωr(M/F) ∩ Γ(N∗Fp,q).
Soit F transversalement holomorphe ; on dira que F est hermitien
s'il existe sur νF une métrique hermitienne g invariante par holonomie.
Soit n la odimension omplexe de F . Il est établi dans (voir [8℄) qu'on
a, lorsque la vari

té ambiante M est ompate, l'alternative suivante :
a) H2n(M/F) = {0}
ou
b) H2n(M/F) = C.
Un feuilletage admettant la propriété b) est dit homologiquement
orientable. Dans e as, la lasse (en ohomologie basique)de la forme
volume transverse induite par g est un générateur de H2n(M/F)
Soit (F , g) un feuilletage hermitien. Dans un système de oordonnées
holomorphes z = (z1, ..., zn) qui paramétre l'espae loal des feuilles, la
métrique transverse s'érit
g =
∑
i,j
gij(z)dzidzj
ave les onditions gij = gji ; Par analogie au as usuel, on peut lui
assoier sa forme fondamentale η et sa forme (oú ourbure) de Rii ρ.
On a η, ρ ∈ Ω1,1(M/F) et loalement :
η =
√−1/2
∑
i,j
gijdzi ∧ dzj
ρ = −√−1/pi∂∂Log(ηn/|dz1 ∧ ... ∧ dzn|2)
Nous serons par la suite amené à onsidérer l'opérateur
∗ : Ω∗(M/F)→ Ω2n−∗(M/F)
attahé á la métrique g ainsi que les laplaiens basiques assoiés, δ =
dd∗ + d∗d et similairement ∆∂, ∆∂ (pour une dénition préise, le le-
teur pourra par exemple onsulter [6℄ ou [7℄).
On foalisera notre attention sur les feuilletages kähleriens, 'est- á
dire les feuilletages hermitiens tels que la forme fondamentale η est
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fermée. Dans ette situation, on a, omme dans le as lassique les re-
lations ∆ = 2∆∂ = 2∆∂ .
Désignons par S des germes de transformations innitésimales de F ,
par le sous-faiseau T des germes hamps de veteurs tangents à F et
par Ξ := S/T le faiseau des germes de hamps basiques.
Soit F un feuilletage hermitien (ou plus généralement riemannien) sur
M ompate. On note C son faiseau transverse entral. Rappelons qu'il
s'agit d'un sous-faiseau loalement onstant de Ξ d'algèbres de Lie de
dimension nie, introduit par Molino ([13℄) et dont les setions loales
sont des hamps de Killing pour la métrique transverse g.
Les orbites de es hamps dérivent l'adhérene des feuilles de F au
sens suivant : haque point m ∈ M admet un voisinage ouvert V tel
que la restrition C|V soit un faiseau onstant et tel que l'orbite de m
(plus exatement sa projetion sur l'espae des feuilles loal V/F) soit
ouverte dans(la projetion de) l'adhérene de la feuille passant par m.
Ces germes de hamps de Killing peuvent être aratérisés omme
suit : les éléments du pseudo-groupe d'holonomie susamment prohes
de l'identité sont eux de la forme exp ξ où ξ est une setion loale de
C ; e faiseau d'algèbre de Lie onfère ainsi au pseudo-groupe d'holono-
mie une struture de pseudo-goupe de Lie ([13℄, appendie d'E.Salem).
En partiulier, lorsqu'on a aaire à un feuilletage hermitien, es
hamps sont des parties réelles de hamps holomorphes. En d'autres
termes, si X désigne un tel hamp de Killing, on peut érire X − iJX
sous la forme
∑
al(z)
∂
∂zl
dans un systéme de oordonnés transverses holomorphes z = (z1, ..., zn),
les al étant holomorphes.
On peut failement identier le faiseau C sur l'exemple suivant.
Soit (Mi, gi) i = 1, 2 deux variétés hermitiennes omplètes. Considérons
alors la variété hermitienne M1 ×M2 munie de la métrique produit et
supposons qu'il existe un sous-goupe Γ d'isométries holomorphes dont
l'ation est diagonale, libre, disrète et oompate. La variété quo-
tient M1 ×M2/Γ est alors munie de deux feuilletages holomorphes en
position transverse orrespondant aux fateurs Mi i = 1, 2 (respeti-
vement horizontal et vertial). Prenons par exemple le as du feuille-
tage horizontal F ; l'ation de Γ étant diagonale, on peut étudier sa
projetion Γ2 sur le seond fateur M2. Remarquons que Γ2 n'est pas
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néessairement fermé dans le groupe des isométries Isom(M2) de M2,
en revanhe, son adhérene est un groupe de Lie dont l'algèbre de Lie
C0 est formée de hamps de Killing (pour la métrique g2). Le faiseau
transverse entral assoié á F n'est alors rien d'autre que C = pi∗(C0)
oú pi : M1 ×M2 → M1 ×M2/Γ désigne l'appliation de revêtement.
Conluons ette setion par une derniére dénition.
Soit F un feuilletage transversalement holomorphe. Une (1, 1) forme
réelle basique ξ sera dite semi- négative si pour toute setion v de
NF1,0, √−1ξ(v ∧ v) ≤ 0 et quasi-négative s'il existe de plus v tel que√−1ξ(v∧v) soit stritement négative en au moins un point deM . Nous
retrouvons bien sûr la dénition habituelle lorsque F est de dimension
nulle !
1. Présentation des résultats et ommentaires
Sauf mention du ontraire, (F , g) désignera dorénavant un feuilletage
kählerien sur une variété M ompate ; g est la métrique kahlerienne
transverse et on note respetivement η et ρ sa forme fondamentale et
sa forme de Rii.
Theoréme 1.1-Supposons que (F , g) est homologiquement orien-
table et que de plus la ourbure de Rii ρ est ohomologue (dans
Ω2(M/F)) à une (1, 1) forme basique quasi-négative ; alors le faiseau
transverse entral C est un faiseau en algèbres de Lie semi-simples.
Ce théorème est en fait un avatar feuilleté du résultat suivant obtenu
par Nadel :
Theorème 1.2 ([14℄) Soit M une variété omplexe ompate et
onnexe dont le bré anonique est ample. Alors la omposante neutre
du groupe d'automorphismes Aut(M˜)) de son revêtement universel M˜
est semi-simple.
Tel qu'il est artiulé, et énoné sous-entend que Aut(M˜)) est muni
d'une struture de groupe de Lie. C'est eetivement vrai et ei ré-
sulte du fait qu'il agit par isométries sur M˜ pour la métrique Kähler
Einstein relevée. Dans e ontexte, la ourbure de Rii est stritement
négative et ei préise les liens ave notre travail. Si Aut0(M˜)) est
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suseptible d'être rihe, a ontrario, les automorphismes de M sont en
nombre ni, phénomènes bien onnus lorque M est une surfae de Rie-
mann de genre supérieur ou égal à deux.
En fait, es deux propriétés, á priori antagonistes sont toutes les
deux des onséquenes des formules de Weitzenbök-Bohner jointes à
un lemme élémentaire mais fondamental de Nadel (lo.it) onernant
les algèbres de Lie abéliennes de hamps de Killing et es tehniques
s'adaptent parfaitement à la situation qui est la ntre.
Signalons que l'utilisation nous faisons du prinipe de Bohner est très
similaire à elle de Wu et Zheng dans [17℄ ( voir aussi [9℄). Chez Nadel
(lo.it) et argument est seulement mentionné et e dernier fait plutt
usage de la stabilité du bré tangent.
On obtient une formulation plus préise du théorème 1.1 en le spè-
ialisant à la lasse de feuilletages présentée i-dessous.
Soit M une variét'e kählerienne ompate munie d'un feuilletage holo-
morphe régulier F . Notons respetivement TF et NF les brés tangent
et normal de F munis de leur struture holomorphe usuelle. Supposons
de plus que là lasse anonique de TF est numériquement triviale,i.e :
c1(TF) = 0
Dans [16℄ est donnée une desription assez préise de tels feuilletages
en odimension 1. En odimension quelonque, nous obtenons ii le
Théorème 1.3 Soit F un feuilletage holomorphe régulier omme i-
dessus. On suppose en outre que c1(NF) est représentée par une (1, 1)
forme fermée semi-négative et vérie c1(M)
n 6= 0 ; alors, á revêtement
ni prés, F est une bration loalement triviale au dessus d'une variété
V à première lasse de Chern quasi-négative (en partiulier, les feuilles
de F sont fermées).
Corollaire 1.1 Sous les hypothèses du théorème 1.2, F oïnide ave
la bration de d'Itaka-Kodaira de M .
Théorème 1.4 Soit F un feuilletage holomorphe régulier de odi-
mension n ≤ 2 à lasse anonique numériquement triviale sur M käh-
ler ompate. On suppose en outre que c1(NF ) est représentée par une
(1, 1) forme fermée semi-négative ; alors il existe un feuilletage holo-
morphe G de ontenant F et tel que c1(NG) = c1(NF) et les feuilles
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de G soient fermées.
Nous onjeturons que et énoné reste valide en laissant tomber
l'hypothèse sur la odimension. Comme nous le rappelons en setion
4, 'est eetivement le as quand F est déni par l'ation loalement
libre d'un groupe de Lie omplexe et ei résulte simplement des tra-
vaux de Lieberman ([11℄) relatifs au groupes d'automorphismes des
variétés kähleriennes.
En dehors des ingrédients déjà mentionnés, la démonstration du
théorème 1.1 passe par l'obtention d'un lemme ddc pour les ourants
basiques. C'est l'objet de la setion qui suit.
2. Courants basiques
Soit F un feuilletage de dimension n sur une variété M orientée de
dimension (réelle) N .
On notera ΓF le C∞(M) module des hamps de veteurs sur M
tangent à F et on désignera par Ω∗c(M) (oú simplement Ω∗(M) quand
M est ompate) le omplexe des formes diérentielles sur M à valeurs
omplexes et à support ompat.
Un ourant T ∈ Ω∗
C
(M)′ de degré r est dit basique si, pour tout
X ∈ ΓF , iXT = 0 et LXT = 0, le produit intérieur iX et la dérivée de
Lie LX d'un r ourant T étant dénis par dualité omme suit :
Pour tout hamp de veteurs X sur M et pour toute forme α ∈
ΩN−rc (M)
′
,
〈iXT, α〉 = (−1)r〈T, iXα〉
〈LXT, α〉 = (−1)r〈T, LXα〉.
On notera C∗F (M) le omplexe des ourants basiques sur M .
Une r forme η dénit un ourant Tη de degré r, dit régulier par la
formule habituelle
〈Tη, α〉 =
∫
M
η ∧ α
où α est une N − r forme á support ompat.
On peut vérier ([1℄) que Tη est basique si et seulement si η est ba-
sique.
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Quand F est transversalement holomorphe de odimension omplexe
r = N−n
2
, un ourant basique sera dit par ailleurs de bidegré (p, q) s'il
appartient au dual topologique de Γ(N∗F r−p,r−q ⊗ ΛnT ∗
C
F) ∩ Ω∗c(M).
On note Cp,qF (M) l'ensemble de tels ourants. On obtient ainsi une dé-
omposition des ourants basiques de degré r,
CrF (M) =
⊕
p+q=r
Cp,qF (M)
et un double omplexe
(C∗,∗F (M), ∂, ∂),
Les opérateurs ∂ et ∂ s'étendent aux ourants basiques omme suit :
si T ∈ CrF(M), on pose pour tout ω ∈ ΩN−rc (M)
〈∂T, ω〉 = (−1)r+1〈T, ∂ω〉
et
〈∂T, ω〉 = (−1)r+1〈T, ∂ω〉
Le adre onsidéré à partir de maintenant est elui d'une variété
ompate M munie d'un feuilletage kählérien de dimension p et de
odimension omplexe n. nous supposerons en outre que F est homo-
logiquement orientable. Cette dernière ondition implique, suivant un
résultat de Xosé Masa ([12℄), que F est minimalisable. Cei revient à
dire qu'il existe sur M une métrique riemannienne g˜ dont le volume
sur les feuilles est la restrition d'une forme χ ∈ Ωp(M) relativement
fermée :
pour tous hamps de veteurs X1, ..., Xp+1 tels que Xi ∈ Γ(TF), i =
1, ..., p, on a
dχ(X1, ..., Xp+1) = 0.
On hoisira par la suite g˜ de telle sorte que la métrique induite sur
νF soit préisément g.
L'opérateur ∗ est alors relié á l'opérateur ∗ ordinaire (assoié à g˜) par
la formule
(2.1) ∗u = ∗u ∧ χ
Pour toute forme α, β ∈ Ωr(M/F), on obtient don que
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(α, β) =
∫
M
α ∧ ∗β ∧ χ
où pour tout ξ, η ∈ Ωs(M), (ξ, η) = ∫
M
ξ ∧ ∗η est le produit salaire
hermitien induit par g˜ sur Ω∗(M).
Compte-tenu de la relation (2.1), on a par ailleurs que pour tout
u ∈ Ωr(M/F) et pour tout ξ ∈ ΩN−r(M),
〈T∗u, ξ〉 =
∫
M
∗u ∧ ξ = ±
∫
M
∗(u ∧ χ) ∧ ξ = ±〈Tu, ∗ξ ∧ χ〉,
e qui permet d'expliiter l'extension de ∗ (et par suite de ∆) á l'espae
des ourants basiques.
On peut montrer qu'on obtient, relativement au produit salaire préé-
dent, une déomposition de Hodge basique pour l'opérateur auto-adjoint
∆ (voir [6℄, [7℄), i.e., une déomposition en sous-espae orthogonaux du
type
Ωp,q(M/F) = Hp,q ⊕ Im ∆
où Hp,q =ker∆ est de dimension nie (par abus de langage, on note
enore ∆ la restrition du laplaien basique á Ωp,q(M/F)).
Soit ω ∈ Ωp,q(M/F) et H(ω) sa projetion orthogonale sur Hp,q ; onsi-
dérons l'opérateur de Green G : Ωp,q(M/F)→ Ωp,q(M/F) (on rappelle
que Gω est l'unique forme telle que Gω ∈ Im ∆ et ∆Gω = ω−H(ω)).
Comme dans le as lassique,
ω = H(ω)+∆G = H(ω)+∂∂∗Gω+∂∗∂Gω = H(ω)+∂ ∂
∗
Gω+∂
∗
∂Gω
et G ommute aux diérents opérateurs d, ∂, ∂, ∗.
Dans e qui suit, on veut établir qu'il existe une déomposition si-
milaire pour T ∈ Cp,qF (M). Pour e faire, on va utiliser qu'il existe une
suite de formes basiques (un) de bidegré (p, q) telle que la suite de ou-
rant basiques (Tun) onverge vers T ([2℄). En eet, soit (un) une telle
suite ; pour tout entier n , on a
Tun = TH(un) + T∆Gun.
Puisque Hp,q est de dimension nie, il est lair que (TH(un)) onverge
vers TH(T ) où H(T ) ∈= Hp,q est l'unique forme harmonique telle que
pour tout h ∈ Hn−p,n−q, on ait
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∫
M
H(T ) ∧ h ∧ χ = 〈T, h ∧ χ〉
Par suite, (T∆Gun = ∆TGun ) onverge vers un ourant basique T
′
.
Nous armons que la suite de ourants (TGun ) est onvergente, auquel
as T ′ = ∆T ′′ ave T ′′ = limn→+∞TGun ∈ Cp,qF (M). Cei se prouve
aisément en invoquant le résultat suivant :
Théorème 2.1 ([10℄) Il existe un opérateur elliptique
D : Ω∗(M)→ Ω∗(M)
préservant le degré (non néessairement auto-adjoint) tel que D oïn-
ide ave ∆ en restrition à Ω∗(M/F) et tel que la déomposition or-
thogonale (donnée par la théorie lassique)
Ω∗(M) = ker D ⊕ Im D∗
soit ompatible ave elle de Ω∗(M/F) ; en d'autre termes, ker ∆ ⊂
ker D et Im ∆ ⊂ Im D∗.
Etabissons la onvergene de TGun ; pour tout v ∈ Ωp+q(M), on a
〈T∆Gun , ∗v〉 = 〈TGun, ∗D∗v〉.
Par ailleurs, pour tout h ∈ Ker D, on a
〈TGun, ∗h〉 = (TGun, h) = 0,
en onséquene de quoi (TGun) onverge (faiblement) vers le ourant
T
′′
déni par
〈T ′′, ∗D∗ ∗ v〉 = limn→+∞〈T∆Gun, ∗v〉, pour tout v ∈ Ωp+q(M) et
〈T ′′, ∗h〉 = 0, pour tout h ∈ Ker D ∩ Ωp+q(M).
La série d'observations préédentes permet alors d'énoner la
Proposition 2.1 Soit (F , g) un feuilletage kahlerien sur M om-
pate. Soit T un ourant basique de bidegré (p, q) ; alors ∆T = 0 si et
seulement si T = Th où h ∈ Hp,q et on hérite d'une déomposition en
somme direte
Cp,qF (M) = ker ∆⊕ Im ∆.
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L'opérateur de Green G : Cp,qF (M)→ Cp,qF (M) assoié á ette déom-
position (déni similairement au préédent) ommute à d, ∂, ∂, ∗.
De plus, si T est d exat (i.e, il existe T ′ ∈ Cp+q−1F (M) tel que dT ′ =
T ), on a alors
T = 2∂∂∗GT = 2∂ ∂
∗
GT.
Corollaire 2.1 Soit T ∈ Cp,qF (M) d exat ; alors T est ∂∂ exat ;
'est-à-dire qu'il existe un ourant T ′ ∈ Cp−1,q−1F (M) tel que
T =
√−1∂∂T ′.
De plus, on peut hoisir T ′ réel lorsque T ∈ Cp,pF (M) est réel.
3. Preuve du théorème 1.1
On rappelle que, par hypothèse, (F , g) désigne un feuilletage trans-
versalement kahlerien et homologiquement orientable dont la ourbure
de Rii transverse ρ est ohomologue (dans Ω∗(M/F)) à une (1, 1)
forme réelle basique quasi-négative κ. Quitte à se plaer sur un double
revêtement, on peut également supposer que F est orientable.
Après résolution de l'équation de Monge-Ampère basique ([6℄), on se
ramène au as où κ = ρ. Un des points lés de la démonstration est
ertainement le lemme suivant qui est de nature purement loale :
Lemme 3.1. ([14℄)- Soient U un ouvert onnexe de Cn muni d'une
métrique kahlerienne g (non néessairement omplète) et X1, ..., Xl des
hamps de veteurs holomorphes sur U ommutant 2 à 2 tels que leur
partie réelle Re(Xi), i = 1, ..., l soit un hamp de Killing.
On suppose de plus que les Xi, i = 1, ..., n forment une famille libre
sur R mais sont méromorphiquement dépendants ; alors la ourbure de
Rii ρ n'a de signe déni en auun point de U .
Supposons par l'absurde que C ne soit pas un faiseau d'algèbre semi-
simples. Chaque germe d'algèbre Cm, m ∈ M admet don un radial
rèsoluble R,m non trivial, lequel est unique. La olletion des Rm dè-
nit don un faiseau loalement d'algèbre de Lie rèsolubles. Similaire-
ment, on peut onsidérer le sous-faiseau loalement onstant A dont
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la bre, en haque point m, est la dernière algèbre dérivée non triviale.
Par omplexiation, on hérite alors d'un faseau loalement onstant
AC d'algèbres de Lie de hamps de veteurs holomorphes. Plus préi-
sément, AC est engendrée sur C à partir des setions loales X − iJX
où X est une setion loale de A et J la struture omplexe transverse.
Remarquons que d := DimCAC ≤ DimRA.
Par évaluation des hamps de veteurs, on réupère un morphisme
de faiseaux :
ev : AC → N1,0F
qui induit un morphisme :
d∧
ev : detAC =
d∧
AC →
d∧
N1,0F
.
Compte-tenu du lemme 3.1 et de l'hypothèse ρ quasi-négatif, e
morphisme n'est pas trivial et on réupère par e proédé une setion
holomorphe non nulle s du bré E :=
∧dN1,0F ⊗ (detAC)−1 .
On peut don trouver un reouvrement ouvert U = {Ui} de M de
telle sorte qu'en restrition á haque Ui, s soit représenté par une setion
holomorphe si de
∧dN1,0F telle que sur haque intersetion Ui ∩ Uj ,
si = gijsj
où (gij) est un oyle multipliatif loalement onstant.
Soit gd la métrique induite par g sur le bré
∧dN1,0F . Sur Ui ∩Uj , on
a
gd(si, si) = |gij|2gd(sj, sj).
Par ailleurs,il est lair que pour tout indie i, ϕi = log(gd(si, si) ∈
L1loc(Ui) et es fontion sont loalement onstantes sur les feuilles de
F|Ui.Par reollement, la olletion des
√−1 ∂∂ϕi = (bien dénis au
sens de ourants) produit un ourant basique T de bidegré (1, 1) d
exat (en ohomologie basique). Il résulte alors du orollaire 2.1 que
T =
√−1∂∂u
où u ∈ C0F (M) est une distribution basique réelle. Sur tout ouvert Ui,
on obtient ainsi que
u− Tϕi = TLog|Hi|2
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où Hi est une fontion holomorphe basique (pour le feuilletage res-
treint) ne s'annulant pas sur Ui. Il en résulte que pour tout i,
Hisi = hijHjsj
où les hij sont loalement onstants de module 1.
Compte-tenu de e qui préède, les ||Hisi||2 se reollent sur les in-
tersetions en une fontion positive ξ telle que, suivant la formule de
Weintzenbök, on ait
△ξ 	, 0
e qui ontredit le théorème de Hopf. 
Remarque 3.1 : Les mêmes démonstrations et la onlusion du
théorème 1.1 onlusions restent valides en remplaçant C par n'importe
quel faiseau loalement onstant de hamps de killing transverses qui
sont des parties réelles de hamps basiques holomorphes loaux.
4. Feuilletages à lasse anonique numériquement
triviale
Dans ette setion, on désignera par F un feuilletage holomorphe
régulier sur une variété (M, g) kähleriene ompate de dimension om-
plexem qui satisfait une partie des hypothéses du théorème 1.1, á savoir
F est à lasse anonique numériquement triviale, i.e, c1(TF) = 0 ; on
supposera en revanhe la lasse antianonique c1(M) représentée par
une (1, 1) forme fermée η seulement semi-négative (et à priori non ba-
sique).
4.1 Preuve du théorème 1.3
Elle résulte de la série d'observations suivantes.
Lemme 4.1 Il existe surM une métrique kahlerienne pour laquelle le
feuilletage F (plus exatement le bré TF) est parallèle. En partiulier,
η est une forme basique de F .
Preuve-. Suivant le fameux théorème de Yau ([18℄), on peut munirM
d'une métrique kählerienne dont la ourbure de Rii est préisément
η. Par hypothèse, il existe une setion holomorphe non triviale du bré
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en droites
∧m TF ⊗E où E est un ertain bré plat. Le lemme résulte
alors du prinipe de Bohner tel qu'il est par exemple utlilisé dans la
setion préédente (voir aussi [16℄). 
Notons dorénavant par g la métrique ainsi produite. On hérite par
parallélisme d'une déomposition orthogonale et holomorphe du bré
tangent de M :
TM = TF ⊕ TF⊥
où TF
⊥ = TG est le bré tangent d'un feuilletage holomorphe G égale-
ment parallèle.
Ce sindage, de nature innitésimale, donne lieu par le théorème de
de Rham á une déomposition du revêtement universel M˜ en produit
kahlerien pour la métrique relevée h = h1 ⊕ h2 :
M˜ = (V, h1)× (V ⊥, h2).
Par onstrution, la métrique h1 est Rii plate, e qui va permettre
de préiser la struture de V .
Lemme 4.2 La variété V se sinde (holomorphiquement et isomé-
triquement) sous la forme Ck×N où N est une variété de Calabi-Yau.
La démonstration de e lemme suit elle qui est présentée dans [16℄ ;
nous la reproduisons par ommodité pour le leteur.
Elle repose notamment sur le résultat suivant de Cheeger et Gromoll.
Théorème 4.1 ([4℄)
SoitM une variété lisse simplement onnexe admettant une métrique
riemannienne omplète de ourbure de Rii positive ou nulle ; alors
M se déompose isométriquement sous la forme Rk ×N où N est une
variété ne ontenant pas de droite géodésique.
Rappelons qu'une droite géodésique est une géodésique
γ :]−∞,+∞[→M
telle qu'à haque instant t, t′ ∈ R, le segment γ|[t,t′] soit minimal.
Preuve du lemme 4.2-. Puisque la déomposition de De Rham d'une
variété kählerienne oïnide ave elle de la variété réelle sous-jasente,
on obtient que V se sinde holomorphiquement et isométriquement sous
la forme Cl ×N .
STRUCTURE DES FEUILLETAGES 15
Par onstrution, le groupe fondamental de M agit diagonalement
par isométries sur le produit M˜ = Cl × N × V ⊥. Il reste à prouver
que N est ompate ; supposons par l'absurde que e ne soit pas le as.
La ontradition reherhée résulte alors de l'argument suivant repris
verbatim à Cheeger et Gromoll (lo.it). Soit K un domaine fondamen-
tal pour l'ation de pi1(M) sur M˜ . C'est un ompat et sa projetion
ρ(K) sur N est don un ompat dont l'orbite par ρ(pi1(M)) est N
toute entière. Puisque N est supposée non ompate, il existe en un
point p ∈ ρ(K) un rayon géodésique γ : [0,∞[→ V (i.e une demi-droite
géodésique) tel que γ(0) = p ∈ ρ(K). Soit gn une suite d'isométries
de ρ(pi1(M)) telle que gn(γ(n)) = pn ∈ ρ(K). La géodésique γn de N
dénie par γn(0) = pn et γn
′
(0) = dgn(γ
′
(n)) est don un rayon géo-
désique en restrition à [−n,∞[. Par ompaité, on peut extraire une
sous-suite ni de sorte que pni et γni
′
(0) onvergent respetivement vers
p0 ∈ ρ(K) et v0 ∈ T 1p0(N). Par suite, la géodésique passant en p0 à la
vitesse v est une droite géodésique. 
Lemme 4.3 Supposons de plus que les feuilles de F sont fermées,
alors il existe un revêtement holomorphe ni de M tel que le feuilletage
pull-bak soit une bration holomorphe loalement triviale.
Preuve du lemme 4.3-. Le groupe fondamental pi1(M) agit sur M˜ =
Ck × N × V ⊥. diagonalement par isométries biholomorphes. Quitte
à substituer à M un revêtement ni, on peut supposer que pi1(M)
agit trivialement sur le fateur Calabi-Yau N (ar son groupe d'iso-
métries est ni ([3℄)). Le lemme 4.3 sera établi si l'on arrive à extraire
de pi1(M) un sous groupe d'indie ni dont l'image par la projetion
ρ : pi1(M)→ V ⊥ est sans torsion. Cela s'eetue en suivant pas à pas
le raisonnement mené dans [17℄, p.279. .
D'aprés e qui préède, le théorème 1.3 sera démontré une fois aquis
le
Lemme 4.4 Supposons que c1(M) soit représentée par une forme
quasi-négative ; alors l'ation de pi1(M) sur V
⊥
est disrète.
Puisque le groupe des isométries de N est ni ([3℄), on est ramené à
onsidérer un groupe H dont l'ation est libre, disrète, diagonale, o-
ompate et isométrique sur le produit Cl×V ⊥. Il reste à voir que ette
ation reste disrète sur le seond fateur, auquel as haque feuille de
F sera fermée, e qui ahèvera la preuve du théoréme 1.3.
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Preuve du lemme 4.4-. Puisque l'ation du groupe fondamental est
diagonale, on réupère un morphisme ρ de pi1(M) vers le groupe de Lie
Isom(V ⊥) des isométries holomorphes de V ⊥. Soit G la omposante
neutre de l'adhérene de ρ(pi1(M) dans Isom(V
⊥) et g son algèbre de
lie. Suivant un résultat dû à Eberlein, ([5℄), g est résoluble ; elle est par
ailleurs semi-simple ompte tenu du théorème 1.1
1
.Par suite, g = {0}
et le lemme est démontré. 
Preuve du orollaire 1.1-. On peut supposer (lemme 4.3) que F est
une bration loalement triviale. D'après [15℄, la base V de ette -
bration est de type général D'autre part, les bres sont à première
lasse Chern nulle et ei implique qu'il exite un entier n non nul tel
que K⊗nF soit trivial. Le orollaire résulte alors simplement du fait que
KM ′ = pi
∗KV ⊗KF . 
4.2 Preuve du théorème 1.4
Examinons d'abord le as où le feuilletage en question est donnée
par une ation loalement libre d'un groupe de Lie omplexe G ; le
théorème 1.4 est une onséquene direte, sans hypothèse sur la odi-
mension, d'un résultat démontré idépendamment par Lieberman et Fu-
jiki. Ce résultat stipule que la omposante onnexe Aut0(M) du groupe
des automorphismes d'une variété kählerienne ompate M jouit des
mêmes propriétés qu'un groupe algébrique ; en partiulier, le feuilletage
holomorphe G (peut- être singulier) d éni par les orbites de Aut0(M)
(où elles de l'adhérene de Zariski de G) est à feuilles fermées (dans
le omplémentaire du lieu singulier éventuel). En ourbure de Rii
semi-négative, tout hamp de veteur holomorphe est de plus parallèle
d'après le prinipe de Bohner. Cei nous assure que G est déni par
une ation loalement libre et qu'en partiulier c1(TG) = 0.
Le théorème 1.4 a déjà été établi lorsque c1(M) est de rang maximal
n =odimF quelque part (G = F onvient) et le seul as onsistant à
traiter est évidemment n = 2.
Soit G la omposante neutre de ρ(pi1(M) dont on rappelle que l'al-
gèbre de Lie g est résoluble. Les onlusions du théorème sont bien sur
vériées si elle-i est triviale. On supposera don que e n'est pas le
as.
1
On peut le déduire plus simplement du prinipe de Bohner usuel (f.[17℄) mais
il nous a semblé interessant d'établir un résultat plus général
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Désignons par h sa dernière algèbre de Lie dérivée non triviale ; elle
est globalement pi1(M invariante et admet pour base p hamps de
Killing v1, ..., vp, haque vi étant la partie réelle d'un hamp de ve-
teur holomorphe Xi sur V
⊥
. Par dénition de h, les hamps Vi, et par
suite les hamps Xi ommutent deux à deux. Notons p
′
la dimension
omplexe de l'algèbre de Lie hC engendrée sur C par les Xi. Il est lair
que p′ ≤ p.
Supposons d'abord que X1 ∧ X2 6= 0. On en déduit aisément, par
abélianité, que {X1, X2} forme une base de hC.
On a dautre part une représentation
pi1(M)→ GL(hC)
qui donne don lieu à un bré holomorphe plat de rang 2 sur la variété
M . On réupère par e proédé une setion non triviale s du bré∧n TM ⊗ ∧2E−1. Par les tehniques de Bohner déjà mentionnées,
s est parallèle et ne s'annule don pas ; en onséquene de quoi on a
c1(M) = 0 et le théorème 1.4 est montré ( G est ii de odimension
nulle !).
Similairement, on peut onstruire sous l'hypothèse p′ = 1 un feuille-
tage G de odimension 1 satisfaisant les onlusions du théorème 1.4..
Il reste don à onsidérer le as p ≥ 2 ave Xi ∧ Xj = 0 pour
tout ouple d'indies (i, j). Quitte à renuméroter les indies, on peut
supposer que X1, ...., Xp′ forment une base de hC.
Soitm ∈ V ⊥ tel queX1(m) 6= 0 et (z1, z2) un système de oordonnées
holomorphes loales en m
X1 =
∂
∂z1
On a alors
Xi = ai(z2),
∂
∂z1
i = 2, ..., p′,
ai holomorphes non onstantes.
En exploitant le fait que les vk, k = 1, ..., p
′
sont de Killing pour la
métrique kälherienne
g⊥ =
∑
i,j=1,2
gijdzi ⊗ dzj,
on obtient failement que (ak − ak)g11 est onstant pour tout k. Il en
résulte que p′ = 2 et que le hamp de biveteur Re X1 ∧ Re X2 est
de norme onstante non nulle. Par suite, Re X1 et Re X2 sont les
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générateurs d'un feuilletage holomorphe G˜ sur V ⊥ déni loalement
par l'équation {dz2 = 0}. Notons que G˜ est hermitien, ar déterminé
par l'ation de hamps de Killing (la métrique transverse invariante est
elle induite sur T G˜⊥ par h2). Ce feuilletage est invariant sous l'ation
de ρ(pi1(M), vu que h l'est. De es quelques remarques, il résulte que
le feuilletage ρ∗(G˜) se redesend sur M en un feuilletage G holomorphe
de odimension 1 omplexe hermitien (et don kählerien).
Lemme 4.5 Les feuilles de G sont fermées
Preuve-. Supposons par l'absurde que e n'est pas le as. Soit {X1, X2 =
fX1} une base de hC D'aprés e qui prééde, on a X2 == fX1 oú f est
une fontion holomorphe dont la partie imaginaire ne s'annule pas et
telle que X1(f) = 0. Pour tout g ∈ ρ(pi1(M)), il existe manifestement
une matrie (
a b
c d
)
∈ Gl2(R)
telle que {
g∗X1 = aX1 + bX2
g∗X2 = cX1 + dX2
Par suite, la (1, 1) forme
√−1/2pi df∧df
|f−f |
2 se redesend sur M en une
métrique (éventuellement dégénérée) transverse á G et invariante par
holonomie dénie par une (1, 1) forme η. Le lieu des zéros de η est une
union nie d'hypersurfaes
⋃l
i=1Hi invariantes par G. Cette forme η
permet de munir le bré normal NG d'une métrique (éventuellement
singuliére) dont la forme de ourbure ξ est telle que
ξ = −
l∑
i=1
niδHi − η
oú les ni sont des entiers positifs ou nuls et le symbole δHi désigne le
ourant d'intgration le long de Hi. La lasse c1(N
∗G) est don pseudo-
eetive non triviale (i.e représentée par un ourant positif fermé non
réduit á zéro) et si l'on reprend l'analyse menée dans [16℄, ei montre
que G est en fait minimal ; en partiulier, ni = 0 pour tout i = 1, ..., l.
Par suite, η est une métrique lisse á ourbure onstante négative. Soit
h′ ⊇ h l'idéal de g onstitué des hamps tangents à G˜ ; l'algébre de lie
résoluble g/h′ se redesend via pi : M˜ → M en un faiseau loalement
onstant d'algébre de lie de hamps de killing transverses á G. Ce fais-
eau est en fait réduit á zéro d'aprés la remarque 2.3 et les feuilles de
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G sont don bien fermées. 
Ainsi, G est une bration holomorphe au-dessus d'une surfae de
Riemann ; qui plus est, la desription de l'algébre de Lie hC nous permet
d'armer que pour toute feuille L, on a
c1(KH|L) = 0.
Il existe par suite un entier naturel l tel que KG
⊗l
soit holomorphi-
quement trivial ; il est en eet faile d'en extraire une setion s vériant
par exemple pour toute feuille L
√−1(n−1)
2
∫
L
(s ∧ s) 1l =
∫
L
θn−1
oú θ est une forme de kahler xée sur M .
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